Enonces : Stephan de Bievre 
Corrections : Johannes Huebschmann 


Differentielles et derivees partielles secondes 

Exercice 1 

Calculer les differentielles suivantes, sans calculer des derivees partielles, en utilisant les proprietes des diffe- 
rentielles de sommes, produits et composees : 

(a) d(ln(xy)) (b) d(xyz{l + sinh(yz))) (c) d (sin(x 2 y)e x_:v ) 

Indication ▼ Correction ▼ [002635] 

Exercice 2 

1 . Y a-t-il une fonction g : M 2 — > M telle que 

d g = x 2 y 2 dbc +x 3 ydy? 

2. Trouver les fonctions b : M 2 — > M telles qu’il existe g: M 2 — > M satisfaisant a la condition 

d§ = x 2 y 2 dx + b(x,y)dy. 

Etant donnee alors la fonction b, determiner toutes les fonctions g correspondantes. 

Indication ▼ Correction T [002636] 



Exercice 3 

Soit g : M>o X M>o — > M une fonction de classe C 1 telle que g(l, 1) = 3 et dont la differentielle vaille 

dg= (2xy + y 2 )dbc+(x 2 + 2xy)dy. 


Soit 


h : M>o x M>o — > M>o x M>o 


l’application de classe C 1 definie par 

h(x,y) = (u(x,y),v(x,y)) = (x 2 y,xy 2 ) E M> 0 X M> 0 . 


1. Calculer du + dv. 

2. Determiner g a partir du calcul precedent et (1), et sans autre calcul. 

3. Montrer que h est une bijection. (On pourra calculer explicitement hr 1 .) 

4. Determiner explicitement d(goh 

5. Calculer les matrixes jacobiennes 7/, (x,y) etJ h -i(u,v ) et verifier par un calcul direct que 

M x ,y) J h-i(H x ,y)) = h, 


ou I 2 est la matrice identite d’ordre 2. 


( 1 ) 
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Indication T 


Correction T 


[002637] 


Exercice 4 

Calculer les matrices hessiennes des fonctions / definies par les expressions suivantes sur leur domaine de 
definition naturel : 

sin(xyz), sin * 2 (v/x). 

Indication ▼ Correction ▼ [002638] 


Exercice 5 

Soit /: M 2 \ {(0,0)} — > R une fonction de classe C 2 et soient r et 6 les coordonnees polaires standard dans le 
plan de telle sorte que 1’ association 

]0,+°°[x]0,2tz;[ — > M 2 \{(0,0)}, (r, 0) i — > (x,y) = (rcos0,rsin0), 

soit un changement de variables. Soit F la fonction definie par 

F(r,6) =/(rcos0,rsin0). 


C’est “F expression de / en coordonnees polaires”. Montrer que 


d\f 

dx 2 


d 2 f 


d 2 F 


1 dF 


{x,y) + ^y(x,y) = - VT (r,0)d —(r,9) + 


dy 


r dr 


1 d 2 F 
r 2 ^ 2 ' 


r,6). 


( 2 ) 


Cette formule calcule “le Laplacien en coordonnees polaires.” L’ exercice ne depend pas de la connaissance du 
Laplacien cependant. 

Indication ▼ Correction T [002639] 


Exercice 6 

Les variables etant notees x et t, trouver la solution generale /: M 2 — > M de “F equation des ondes”, a savoir 


d^f 

dx 2 


d 2 f 

dt 2 


= 0 . 


(3) 


Trouver ensuite la solution unique de F equation des ondes qui satisfait aux conditions initiales 


f(x, 0) = sinx, 


df 

dt 


(x,0) 


— cosx. 


(4) 


Indication T Correction T 


[002640] 
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Indication pour l’exercice 1 ▲ 

Utiliser les regies 


d(f + g ) =df + dg, 
d(fg) = fdg + gdf, 
d(foh ) = (f oh) dh. 


Indication pour l’exercice 2 A 

Soient h, u, v des fonctions des deux variables x et y. Rappeler que 


d h = 


d(ndr + vdv) = 
did)' = 


dh 

-^-dx + 
ax 

(dv_ 
— dvdi. 


dh 

dy 

did 

dy / 


dy, 

) did y, 


Indication pour l’exercice 3 A 

On va determiner une primitive d’une forme differentielle de degre 1 par un changement de variables tel que, 
dans les nouvelles variables, la primitive soit presque evidente. 


Indication pour l’exercice 4 A 

Rappeler que la matrice hessienne est la matrice constitute des derivees partielles secondes. 


Indication pour l’exercice 5 A 


1 . Montrer que 


2. Montrer que 


d * 2 F 1 dF _ 
dr 2 r dr 

dF _ df 
1 dr X dx 


1 d d 

r — F. 

r dr dr 


+y 


d JL 

dy' 


3. Montrer que 

d L = d JL_ d JL 

de X dy y dx 

4. Utiliser ces resultats, puis calculer encore un peu pour obtenir le resultat souhaite. 


Indication pour 1’exercice 6 A 


1 . Grace au changement de variables 


2 , (w,v) i — ^ (x,y) = 


U — V ll + V 


la fonction / s’ecrit F(u,v ) = /(^, ^). 
que 


Montrer que pour que / soit solution de (3) il faut et il suffit 


d 2 F 

dudv 


= 0 . 


(5) 
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2. Montrer que, si F satisfait a (5), il existe deux fonctions g\,g 2 '- R — > R telles que 

F(u,v) = gi(u)+g 2 (v). 

3. Ecrire la soludon generate de (3) et expliquer la phrase : “En une dimension d’espace, toute solution de 
E equation des ondes s’ecrit comme somme d’une onde qui se deplace vers la droite et une qui se deplace 
vers la gauche.” 


4 


Correction de l’exercice 1 ▲ 


/ u d(xy) xdy+ydx d y dx 

xy xy y x 

d(xyz(l + sinh(yz))) = (1 + sinh(yz))d(xyz) + xyzd(sinh(yz)) 

= yz( 1 + sinh(yz))dc +xz(l + sinh(yz))dy +xy(\ + sinh(yz))dz 
+ xyzcosh(yz)d(yz) 

= yz( 1 + sinh(yz))dr + xz(l + sinh(yz))dy +xy(\ + sinh(yz))dz 
+ xyz 2 cosh(yz)dy +xy 2 zcosh(yz)dz 
= yz(l + sinh(yz))dr 
+ xz(l +sinh(yz) +yzcosh(yz))dy 
+ xy(l + sinh(yz) +yzcosh(yz))dz; 


d (sin(x 2 y)e' v_:y ) = (cos(x 2 y)e x ~ y ) d(x 2 y) + sin(x 2 y)e JC_:v d(x — y) 
= x * 1 cos(x 2 y)e' v ~ v dy + 2 xy cos (x 2 y)e x ~ y dx 
+ sin(x 2 y)e A_;v dx: — sin(x 2 y)e A_;v dy 
= (x 2 cos(x 2 y)x — sin(x 2 y)) e A_v dy 
+ (2xy cos(x 2 y) + sin(x 2 y)) e A-;v dx\ 


Correction de I’exercice 2 ▲ 


1. La forme differentielle x 2 y 2 dc +x 3 ydy de degre 1 n’est pas fermee car la forme differentielle de degre 2 

d(x 2 y 2 dx + x 3 ydy) = 2r 2 vdvdr + 3x 2 ydrdy = x 2 vdxdv 

est non nulle. Par consequent, une fonction g: M 2 — > M du type cherche ne peut pas exister. 

2. Une fonction b du type cherche doit satisfaire a P equation differentielle partielle 

2 db 
lx 2 y — — = 0 
ox 

d’ou b(x,y) = ^x 3 y + k(y) ou k est une fonction de la variable y. Une fonction g correspondante doit alors 
satisfaire aux equations differentielles partielles 

dg 2 2 d S 2 3 
Tx =Xy 'Ty = 3 Xy + kM - 

II s’ensuit que g est de la forme g(x,y) = |x 3 y 2 + K(y) oil K est une fonction de la varriable y. 


Correction de l’exercice 3 A 

1 . Un calcul immediat donne du + dv = dg. 

2. Par consequent, g = u + v + c oil la constante c est determinee par la condition 

3 = g(l,l) = n(l,l) + v(l,l)+c = 1 + 1+ c 

d’ou c = 1. 
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3. Un calcul direct montre que 1’ application reeiproque 


k: 


M>o x M>o 


de h est donnee par la formule 


k{u,v) = (x(u,v),y(u,v)) 



4. d(go&) = d(uok) + d(vo&) = du + dv car u(k(u,v)) = u et v(k(u,v)) = v. 

5. Un calcul immediat donne 


Jh 


2xy x 2 
y 1 2 xy 


-(u V )~ i/ 3 - — 

3 K UV ) 3v 4/3 

2/ 3-1/3 

3u 4/3 3 1“'J 


d’ou J h (x,y)J k (h(x,y )) = h. 


Correction de l’exercice 4 ▲ 

dsin(xyz) = yz cos (xyz) dx + zx cos(xyz)dy +xy cos(x;yz)dz 

d’ou la matrice hessienne 


-> > 2 Z 2 sin (pcyz) zcos(xyz)— xyz 2 sin(xyz) ycos(xyz)—xy 1 zsin(xyz) 
zcos(xyz)— *yz 2 sin(.wz) -x 2 z 2 sin(xyz) xcos(xyz)-x 2 yzsin(xyz) 
ycos(xyz)-xy 2 zsin(xvz) ycos(xyz)-x 2 yzsin(xyz) -x 2 y 2 sin(xyz) 


De meme 


d(sin 2 (y/x)) 


—2 yx 2 sin(y/x)cos(y/x)d.x + 2x 1 sin(y/x)cos(y/x)dy 

sin(2y/x) f— J ^dx+-dy 
\ x~ x 


d’ou la matrice hessienne 

2yx~ 3 sin(2v/x) + 2v 2 x^ 4 eos(2;y/x) — x~ 2 sin(2v/x) — 2 vx _3 cos(2v/x) 

— x _2 sin(2 y/x) — 2vx _3 eos(2;y/x) 2r~ 2 cos(2 y/x) 


Correction de l’exercice 5 ▲ 


1 . 



dF , d 2 F 
dr + 1 dr 2 


? dF _df x | dfy 
‘ dr dx r ' dy r 

o dF dfdxidfdy 3/ , 3/ 

d9 ~ dx dd + dy d9 ~ y dx +X dy 

4. En prenant la somme des trois equations suivantes 



dF 

r^— 



+ 2 xy 


d 2 f 

dxdy 


+r 


dy 2 





d JL 

dy 


d 2 F 2 d 2 f d 2 f ,d 2 f df df 
~d6 2 ~ X ~dy 2 2xy d^ +y ~dx 2 X ~dx~ y ~d, y 


on trouve le resultat cherche. 
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Correction de l’exercice 6 ▲ 

1. Avec = 1 /2( + J^) et ^ = 1 /2(— + J^) nous obtenons les identites 

<9F _ 1 df Idf 

du 2 dx 2 dt 

dF _ Idf Idf 

dv 2 dx + 2 dt 

d 2 F _ 1 d 2 f 1 d 2 f 

dudv 4 dx 2 4 dt 2 

d’ou pour que / satisfasse a L equation (3) il faut et il suffit que F satisfasse a l’equation (5). 

2. Supposons que F satisfasse a l’equation (5). Alors la fonction ^ est une fonction disons h\ seulement 
de la variable u et la fonction est une fonction disons /12 seulement de la variable v. Par consequent, 
F(u,v)=gi(u)+g 2 (v) oil g\ =hi etg' 2 = h 2 . 

3. La solution generate de (3) s’ecrit alors 

f(x,t) = gi(u) + g 2 {v) =gi(x + t)+g 2 (t-x). 

La fonction gi decrit une onde qui se deplace vers la droite et la fonction gi decrit une onde qui se deplace 
vers la gauche. 

Enfin, pour trouver la solution unique satisfaisant aux condition initiales (4) nous constatons que les 
conditions initiales entrainent les identites 

fix, 0) = g\(x) + g 2 i-x) = sinx 

(x, 0) = g\ (x) - g' 2 (-x) = cosx 

A r 

-^{x, 0) = g\{x) + g 2 (-x) = -cosx 

cosx, c.a.d. g 2 {x) = sin(— x). Par consequent, la solution unique cherchee / 
f(x,t) = sin(x — t). 


d’ou g\ = 0 et g 2 (-x) = - 
s’ecrit 
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